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Fisica no lineal: Caos y Solitones
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La Fisica no lineal ha afrontado, en los ultimos 50 afios, el estudio de fenomenos en todas las escalas de longi-
tud. En sistemas con pocos grados de libertad, donde se esperarian movimientos regulares, el fenomeno del “caos
determinista” abrio una nueva frontera en nuestra comprension del mundo. En el limite opuesto (muchas particu-
las o limite termodindmico) donde un comportamiento “ruidoso” o “estocdstico” que lleve al equilibrio seria lo pre-
visible, la no linealidad produce sorprendentes estructuras coherentes (solitones y breathers). En este breve articu-

lo tratamos estos dos extremos.

I. Solitones

En 1954, la aparicion de los
ordenadores digitales permitio
las  primeras simulaciones
numéricas de sistemas dinami-
cos. Aunque concebidos para
calculos que permitieran un efi-
caz disefio de armas nucleares,
las posibilidades de su uso en
fisica basica fueron rapidamente
intuidas por mentes tan precla-
ras y eficaces como J. von
Newmann y S. Ulam. En su
célebre articulo “Studies of non-
linear problems”, E. Fermi, J.
Pasta, S. Ulam y M. Tsingou [1],
en el Laboratorio Nacional de Los Alamos realizaron la pri-
mera simulacién de un problema que enraiza en los funda-
mentos de la mecénica estadistica: el problema de la equi-
particion de la energia en un modelo clasico no lineal (lo que
se ha llamado el problema FPU). Consideraron una cadena
de particulas unidas con muelles no armdnicos con la espe-
ranza de observar como la energia concentrada inicialmente
en un modo se repartia entre los demas modos lineales. El
modelo que plantearon corresponde a las ecuaciones:
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donde n=3 o 4. Sorprendentemente: “/os resultados mues-
tran muy poca, o nula, tendencia hacia la equiparticion de
la energia entre los grados de libertad”. A tiempos cortos de
simulacion la tendencia aparente es a la equiparticion, pero a
tiempos largos se encuentra que la energia se vuelve a con-
centrar en el modo inicial (como cita Alwyn Scott, este resul-
tado fue producto de una casualidad). La introduccién de los
términos no lineales (ctbicos y cuadraticos) no supone, por
lo tanto, una simple perturbacion del sistema lineal sino que
cambia completamente la fisica del problema.

Una forma tipica de razonar en fisica es tratar con “exci-
taciones”, es decir, soluciones del problema que tienen una
energia superior al estado fundamental de energia mas baja.
Asi, en la aproximacion lineal surgen los llamados “fono-
nes”, “magnones”, “plasmones”, etc... Estas excitaciones
son de tipo “oscilador armdnico” ;Qué excitaciones son las
relevantes en la fisica no lineal? ;Qué tienen que ver con las
recurrencias en la energia encontradas en el problema FPU?.
En los afios 60 aparece una respuesta a estos problemas. N.

Formacion de un soliton debido al movimiento
de una barca en un canal de Escocia.

Zabusky y M. Kruskal aproxi-
maron el problema FPU por la
ecuacion de Korteweg-de Vries
(KdV) que modela el comporta-
miento de una superficie de flui-
do. Las soluciones de esta ecua-
cion son interesantes. Son ondas
solitarias que se pueden atrave-
sar unas a otras sin cambio ni en
su forma ni en su velocidad, es
decir, se comportan como parti-
culas. Las denominaron “solito-
nes”. Una caracteristica de estas
excitaciones es la localizacion de
la energia en una region finita del
espacio. Su relacién con el pro-
blema FPU se entiende al ser
éstas las excitaciones relevantes en el sistema nolineal que
estudiaron. Con la energia inicial se forman solitones que
colisionan entre si sin perder la forma y al cabo de un cierto
tiempo se recupera la situacion de partida [2].

No solo las ecuaciones del problema FPU o la ecuacion
KdV soportan soluciones localizadas de este tipo. Para estu-
diar la fisica de estas excitaciones, es importante conocer
cudl es el origen de la localizacion de la energia. Para ello
tomaremos ahora como ejemplo otro sistema que ha llegado
a ser uno de los paradigmas centrales de la no linealidad: la
ecuacion de sine-Gordon (sG).

Figura 1. Representacion esquematica de un soliton
en un conjunto de péndulos acoplados.
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Para visualizar esta ecuacion consideremos un sistema
real que aproximadamente responde a esta ecuacion. Sea un
conjunto de péndulos acoplados mediante muelles de torsion
(ver figura). La situacion de energia minima es la de todos
los péndulos abajo y los muelles sin estirar. Realizamos
ahora una deformacion de torsion de una vuelta completa
entre el primero y el ultimo de los péndulos. Si los muelles
son muy “duros”, esta torsién se repartird uniformemente
entre los péndulos (a costa de un incremento de la energia
potencial gravitatoria). Sin embargo, si domina la energia
gravitatoria la deformacion tenderd a concentrarse en unos
pocos péndulos. Esta competencia entre escalas de energia
esta en el origen de estas formaciones coherentes.

;Donde encontramos solitones? En cualquier sistema no
lineal con competencia de interacciones. El modelo discreto
planteado en el parrafo anterior es la version discreta de la
ecuacion de sG o modelo de Frenkel-Kontorova. Este mode-
lo aparecid por vez primera en el estudio del movimiento y
estructura de dislocaciones en sélidos sometidos a deforma-
ciones plasticas. En este caso la variable corresponde a la
posicion relativa del atomo respecto a la situacion de equili-
brio de la estructura ordenada. Pero ¢ también puede ser el
angulo de la imanacion respecto al estado ordenado en un
material magnético. En este caso el soliton corresponde a lo
que se llama pared de dominio (“domain wall”’) magnético.

Veamos un sistema fisico que ha motivado el estudio
exhaustivo de la ecuacidn de sG, tanto en su version continua
como discreta. Tomemos dos piezas de superconductor (que
conduce corriente sin disipacién) y pongamoslas separadas
por una fina capa de aislante o conductor normal. Si esta
capa es suficientemente delgada los pares de Cooper super-
conductores pueden atravesarla mediante efecto tunel cuan-
tico. Este dispositivo es lo que se denomina union
Josephson. Si ahora aplicamos un campo magnético parale-
lo a la unién , éste puede penetrar en la union, pero en canti-
dades discretas bien definidas, que se llaman “cuantos de
flujo” o “fluxones”. Pues bien, es facil ver que la ecuacion
que describe la fisica de la union Josephson es la ecuacion de
sG y un fluxon es un soliton. Gran parte de los resultados
mas interesantes sobre solitones sG se puede encontrar en los
libros sobre uniones Josephson.

No podemos dejar de citar otra ecuacion que estd con-
centrando desde hace algin tiempo una gran atencion. La
llamada ecuacion de Schrodinger no lineal (NLSE), espe-
cialmente como modelo de medios dpticos no lineales. Las
soluciones solitonicas que soporta tienen un gran atractivo
por tratarse de excitaciones que se propagan en un medio
dispersivo sin necesidad de amplificacion. Muy reciente-
mente se esta usando la NLSE, (tanto en su version continua
como en sus multiples formas discretas) para estudiar algu-
nas propiedades de los condensados de Bose-Einstein (véan-
se los trabajos recientes de Victor Pérez y colaboradores, de
la Universidad de Castilla La Mancha).

En Espafia, y dentro del dominio de la Fisica, los estudios
de ecuaciones continuas de tipo sG y NLSE comenzaron en
los afios 80 por parte (entre otros, como M.G. Velarde) de L.
Vazquez y colaboradores (muchos de ellos de origen sovié-
tico) que introdujeron potentes métodos numéricos para la
resolucion de las ecuaciones discretizadas. La colaboracion
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de varios investigadores espafioles (L. Vazquez, A. Sanchez,
y dos de los autores, F. Falo y L.M. Floria) con el Center for
Nonlinear Studies del laboratorio de Los Alamos (en parti-
cular con Alan Bishop, actual Director de la Division
Teorica) supuso un fuerte impulso a este campo de investi-
gacion. A. Sanchez (Universidad Carlos 11l de Madrid) y
colaboradores han realizado una extensa labor en la simula-
cion de excitaciones no lineales en el modelo continuo de sG
disipativo y forzado, pudiendo interpretar los resultados en
muchos casos en términos de “coordenadas colectivas”[3].
Estos métodos utilizan la identificacién de un solitén con
una “particula” y permiten encontrar ecuaciones efectivas
para el movimiento de la misma. Esta aproximacion ha sido
muy fructifera y nos permite extender algunos resultados de
los modelos continuos a modelos discretos ya que el efecto
de discretitud aparece como una perturbacion.

El comportamiento de los solitones como particulas los
hace especialmente idoneos para la transmision de datos o
informacion sin necesidad de realimentacion. La investiga-
cion de las técnicas de produccion de solitones en fibras opti-
cas constituye una importante linea de trabajo en la que
podemos citar al Instituto de Fisica de Cantabria (L.
Pesquera), la Universidad Politécnica de Catalunya (R.
Vilaseca) el Instituto de Optica (J.M. Soto-Crespo) y la
Universidad de Baleares (C. Mirasso y M. San Miguel).

II. Modos intrinsecos localizados o
“breathers” discretos

En algunos modelos continuos como el de sG o NLSE
hay otro tipo de soluciones mas sutiles que corresponden a
excitaciones de gran amplitud (fuera del régimen lineal) y
que conservan la condicion de localidad. Estas soluciones
llamadas “breathers” (modos “respiratorios”) pueden verse,
en el modelo sG, como un estado ligado soliton- antisoliton,
y su existencia estd estrechamente vinculada con la “integra-
bilidad" del modelo continuo. Sin embargo, en los comien-
zos de los afios 90, tras los resultados numéricos de A.
Sievers y S. Takeno, la prueba matematica de S. Aubry
(CEA, Saclay) y R.S. MacKay (Universidad de Warwick)
mostrd que este tipo de excitaciones (que llamaremos modos
intrinsecos localizados MIL), son soluciones genéricas de
toda red discreta no lineal [4]. Para ello adoptaron un punto
de vista contrario al que se planteaba en los modelos conti-
nuos. Consideremos un conjunto de osciladores (no lineales,
por supuesto) desacoplados; ahora pongamos uno de ellos a
oscilar con gran amplitud. Tenemos, de manera obvia, una
localizacion en la energia en el oscilador anterior, ya que sin
acoplamiento de la energia no puede extenderse. La princi-
pal contribucion de Aubry y MacKay fue demostrar que,
bajo condiciones muy poco restrictivas, al acoplar débilmen-
te los osciladores, la localizacion persiste. Este resultado se
ha corroborado y extendido mediante calculo numérico. Hay
que resaltar que esta localizacion no es consecuencia del
desorden (“localizacion de Anderson”), ya que las redes que
tratamos son regulares, sino que es el resultado de la combi-
nacion de dos ingredientes basicos: la nolinealidad y la dis-
cretitud de la red.

El estudio de nuevas propiedades de los MIL asi como la
obtencion de métodos numéricos precisos ha disparado una
linea de investigacion internacional en la que estan partici-

http://www.ucm.es/info/rsef



Fisica no lineal: Caos y Solitones

pando varios grupos de investigacion en Espafia. La investi-
gacion se ha articulado a través de la red europea LOCNET
(http://www.maths.warwick.ac.uk/mackay/locnet.html).
Después de una época en la que se han fundamentado las
propiedades de los MIL y desarrollado métodos numéricos
precisos (cabe destacar aqui el trabajo de J.L. Marin, de la
Universidad de Zaragoza, con S. Aubry), los esfuerzos se
estan concentrando en los ultimos tiempos en aplicar los
resultados a sistemas fisicos reales. Un resultado importante,
impulsado por las predicciones teoricas del grupo de los
autores de la Universidad de Zaragoza, fue el disefio de redes
discretas de uniones Josephson y la consiguiente deteccion
experimental de MIL, simultaneamente, por los grupos del
profesor A. Ustinov (Universidad de Erlangen) y del profe-
sor T.P. Orlando (MIT), con la participacion de J.J. Mazo
(Universidad de Zaragoza). En dos interesantes (y dificiles)
experimentos [5], los dos grupos consiguieron excitar y
mantener la rotacion de algunas uniones de la red (es decir,
en un estado resistivo), mientras el resto permanecia en el
estado superconductor, poniendo asi sobre base experimen-
tal firme la existencia de MIL. Estos resultados (y otros en
uniones Josephson extensas) permiten afirmar que las ideas
de no-linealidad, discretitud o disipacion encuentran su
banco de pruebas natural en estos dispositivos superconduc-
tores.

Figura 2. Perfil de la localizacion de energia en una red discreta y no
lineal. La figura (a) muestra una excitacion de amplitud pequeiia que
se distribuye. Si la amplitud es mayor (notar la diferencia de escalas)
la energia queda localizada.

Otro posible campo de aplicacion del concepto de MIL
esta en la biofisica. S. Aubry y G. Tsironis (Universidad de
Heraklion) han sugerido que los MIL podrian estar en el ori-
gen del transporte de energia en biomoléculas. Para ello es
necesario el estudio de las condiciones, no solo de existen-
cia, sino también de movilidad de estas excitaciones. Asi
como hay resultados generales para la formacion de breat-
hers, no ocurre lo mismo con las condiciones de movilidad.
Utilizando modelos sencillos de polimeros M. Ibaiies, J.M.
Sancho (Universidad de Barcelona) y G. Tsironis, han mos-
trado la propagacion de MIL en geometrias compatibles con
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la estructura de macromoléculas. Resultados similares han
sido también obtenidos por el grupo de J.F.R. Archilla
(Universidad de Sevilla). Sin embargo, el papel que juegan
las excitaciones no lineales (solitones y breathers) en la fisi-
ca de las biomoléculas (proteinas y acidos nucleicos) es
todavia materia de controversia cientifica y requiere un
mayor trabajo tedrico y experimental.

El futuro del estudio de las excitaciones no lineales se
concentra en dos aspectos. El primero, encontrar los proce-
sos en los que la localizacion y transporte no lineales sean
ingredientes esenciales de la fisica. Y en segundo lugar, lle-
var estos conceptos con el adecuado rigor al limite cuantico.
En este aspecto, de nuevo, la experimentacion con el efecto
Josephson puede resultar de una importancia decisiva.

III. Caos y su control

Entre los modos de comportamiento que emergen de la
nolinealidad de los sistemas, el que con mas intensidad ha
cautivado, hasta el grado de formar ya parte de la cultura
cientifica popular, es sin duda el comportamiento cadtico. La
comprension y caracterizacion del caos como fendémeno
genérico en los sistemas no lineales de pocos grados de liber-
tad han estimulado (y en sentido inverso, se han beneficiado
de) desarrollos en areas fundamentales de la Matematica.
Aunque ciertamente sucede lo mismo con todos los paradig-
mas de la nolinealidad, aqui se da con mucha mayor clari-
dad, de modo que el emplazamiento de los muchos trabajos
de investigacion sobre el caos realizados en nuestro pais den-
tro de la Matematica o de la Fisica resulta, en la inmensa
mayoria de los casos, bastante arbitrario, lo que nos exime
del dificil compromiso de seleccionar citaciones de trabajos
(ciertamente relevantes, algunos de ellos) en este campo.

Una clara excepcion a esa indeterminacion es el llamado
“caos cuantico”, es decir, la cuestion de las manifestaciones
cuanticas de la fenomenologia caética de los sistemas de la
mecanica clasica, y por ello es obligado citar aqui los abun-
dantes trabajos de F. Borondo (Universidad Auténoma de
Madrid) y colaboradores, sobre comportamiento caético en
modelos clasicos de ciertas moléculas y su relacion con las
propiedades de los modelos cuénticos correspondientes.
Otras lineas de investigacion fisica en caos, claramente
conectadas al desarrollo de inestabilidades hidrodinamicas y
la formacion de patrones en sistemas extensos, se tratan en
otras paginas de este monografico.

La profundizacion en la comprension del caos en siste-
mas de complejidad creciente ha estado a menudo ligada en
los ultimos afios al interés por controlar tal comportamiento
[11,12]. Entre las razones principales de este interés mencio-
naremos el caracter interdisciplinar del problema, la prome-
sa implicita de una mejor comprension del comportamiento
cadtico (en particular, del umbral orden-caos) y la posibili-
dad de aplicaciones practicas en diversas areas cientificas y
tecnologicas, tales como los laseres, los sistemas eléctricos
de potencia, la mecanica de fluidos, la fisiologia, la inge-
nieria quimica, la tecnologia de comunicaciones, las neuro-
ciencias y la tecnologia de superconductores, entre otras.

Tomaremos aqui el sentido mas amplio de control de
caos: un procedimiento para aumentar o suprimir el compor-
tamiento caotico, dependiendo de las necesidades o intere-
ses. Los métodos de control de caos pueden clasificarse
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grosso modo en dos tipos [6]: de lazo abierto y de lazo cerra-
do. Los métodos de lazo cerrado inhiben la dindmica cadtica
estabilizando una de las orbitas periddicas inestables —aso-
ciadas al atractor caotico bajo consideracion— mediante la
aplicacion de variaciones temporales de pequeiia amplitud
de un parametro del sistema. Estos métodos presentan dos
atractivos fundamentales.

Su aplicabilidad a priori a un amplio espectro de siste-
mas dinamicos, ya que se basan en propiedades genéricas de
la dinamica cadtica, y la posibilidad de obtener una gran
diversidad de comportamientos controlados, ya que los sis-
temas caoticos presentan un nimero infinito de drbitas perio-
dicas inestables. En cuanto a las limitaciones, los métodos de
lazo cerrado exigen la deteccion del grado de desviacion de
la orbita periodica inestable seleccionada en tiempo real, lo
que implica que el dispositivo experimental de control sea
generalmente un sistema de lazo cerrado, el cual tiende a ser
relativamente complicado. Otras limitaciones se encuentran
en la incapacidad de estos procedimientos para controlar
tanto sistemas dinamicos de respuesta rapida (v.g., cadenas
de uniones Josephson o sistemas electro-opticos rapidos)
como sistemas cadticos sometidos a ruido intenso.

Los métodos de lazo abierto suprimen o intensifican el
comportamiento cadtico afiadiendo un forzamiento temporal
(o perturbando un parametro del sistema) de amplitud (maxi-
ma) preferiblemente pequefia. En la mayoria de las ocasio-
nes se usan perturbaciones periodicas (generalmente armoni-
cas) como excitaciones de control, aunque también se han
usado excitaciones quasiperiodicas [9], asi como distintos
tipos de ruido y de excitaciones caoticas. En contraste con
los métodos de lazo cerrado, tales excitaciones de control
son independientes del estado cadtico del sistema. Esta
caracteristica distintiva presenta ventajas e inconvenientes.
De un lado, el dispositivo experimental de control suele ser
un sistema sencillo y rapido de lazo abierto que no necesita
monitorizacion on-line ni procesamiento de datos, lo que los
hace atractivos por su sencilla aplicacion a situaciones expe-
rimentales y a sistemas altamente complejos donde es dificil
encontrar un parametro de control accesible (como en
muchos sistemas quimicos y biologicos [7]), asi como por su
robustez frente al ruido. Por otro lado, la principal critica a
tales métodos se centra en la dificultad de predecir la natura-
leza del estado controlado no cadtico, asi como las regiones
del espacio de parametros de la excitacion de control donde
ésta es efectiva. Este es, sin lugar a dudas, el caso de siste-
mas dinamicos con muchos grados de libertad, como ciertos
modelos de laseres y muchos modelos de redes neuronales,
donde la ausencia de una aproximacion teorica de control se
traduce en la aplicacion fentativa de excitaciones de control.
Sin embargo, se esta desarrollando una cierta teoria de con-
trol para una clase importante de sistemas dinamicos disipa-
tivos no auténomos [8] que incluye el péndulo perturbado
entre otros modelos universales. Esta teoria proporciona esti-
maciones analiticas de los intervalos de los parametros de la
excitacion de control para suprimir/intensificar el estado
caodtico inicial, ademas de proporcionar informacion clave
sobre la naturaleza de la respuesta regularizada (en particu-
lar, sobre su periodicidad) en el caso de supresion de caos.
Existen pocos resultados tedricos generales en el método de
control de caos por excitaciones periodicas débiles: la
inmensa mayoria son estudios numéricos y, en mucho menor
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grado, experimentales. Un excepcion se da en la siguiente
familia de sistemas dinamicos disipativos no autdnomos:

aU(x
X+ % = _d(x’jé) + D (X, x) F;:aos (t)
3

+p2 (X,J‘C) Fcontrol (t)a ( )
donde U(x) es un potencial nolineal, — d(x,x) es una fuerza
disipativa general (pudiendo incluir un término de fuerza
constante), p,(x,x) F,,.}(?) es una excitacion general induc-
tora de caos, y p,(x,X) F.onol(f) €5 una excitacion general de
control de caos que debe determinarse para cada eleccion de
los restantes parametros del sistema. Ademas, F.,.(?),
Fonio1(?) son funciones armdnicas con fases iniciales 0, y
frecuencias w, Q, respectivamente. La teoria de control de
caos desarrollada para la familia (1) (que incluye el péndulo
y los osciladores de Duffing con uno y dos pozos, entre otros
modelos ubicuos) [8] se basa en la aplicacion del método de
Melnikov [10], lo que exige que los términos de disipacion y
excitacion sean débiles perturbaciones del sistema conserva-
tivo subyacente, X +dU(x)/dx=0, el cual presenta una separa-
triz. Consideremos, a modo de ejemplo, la siguiente ecua-
cion de Duffing en la que la excitacion de control es paramé-
trica:

¥ —x+Px’ ==8% + 7 cos(wr) —M(Qt + D).  (3)

Para3=4,8=0.154,y=0.095, ® = 1.1 yn =0, el sis-
tema exhibe un atractor extrafio caético caracterizado por un
exponente de Lyapunov maximal de valor A* (n =0) = 0.127
bits/s. Para el caso de la resonancia principal Q = , la apro-
ximacion teorica predice una intensificacion (supresion) del
comportamiento cadtico para valores de la fase inicial de la
excitacion de control en torno a /2 y 37/2 (0 y 1), lo que
concuerda con los resultados numéricos (relativos al expo-
nente de Lyapunov maximal) que se muestran en la Fig. 3.
Ademas, la teoria proporciona las regiones donde se supri-
men incluso los transitorios cadticos (areas delimitadas por
las curvas cerradas en la Fig. 3).

Figura 3. Reticulo de 100 x 100 puntos en el plano de parame-
tros @ — 1 para el oscilador de Duffing (2). Las regiones en negro y
gris indican que el correspondiente exponente de Lyapunov maximal
es mayor que AT(1 # 0)=0.127 y 103, respectivamente.

La teoria de control de caos mencionada se puede aplicar
a diversos fendmenos cadticos en ecuaciones de evolucion
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mas complejas que (3), siempre que sea posible deducir una
ecuacion efectiva que pertenezca a la familia (3) para los
mismos. Tal es el caso del control de transporte cadtico en
“ratchets” deterministas, el control de solitones cadticos en
cadenas de Frenkel-Kontorova y el control de caos espacio-
temporal en la ecuacion sG perturbada.
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